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Аннотация
Практика использования машин с исполнительными органами фрезерного типа показывает их недо-
статочную надежность, что приводит к ухудшению технико-экономических характеристик агрегатов. 
Причиной этого являются высокие динамические нагрузки в элементах конструкции, которые возни-
кают в результате действия сил внешнего сопротивления на фрезе. Они имеют случайный, резко пе-
ременный характер, который вызван структурной неоднородностью торфяной залежи, ее случайными 
физико-механическими свойствами, наличием в ней древесных включений, а также периодическим 
взаимодействием ножей с  залежью и многими другими факторами. При этом параметры реальной 
конструкции фрезы ввиду погрешностей изготовления и сборки отличаются от заданных при проекти-
ровании. Кроме того, в процессе эксплуатации происходят износ и необратимые деформации режущих 
элементов. Это приводит к тому, что ножи расположены с некоторым небольшим сдвигом на корпусе 
фрезы относительно «идеальной» схемы размещения. Цель статьи заключается в разработке модели 
момента сопротивления на фрезе при взаимодействии с торфяной залежью в процессе выполнения 
технологической операции, учитывающей влияние погрешности расстановки ножей на корпусе фрезы. 
Получены выражения для расчета спектральной плотности момента. Проанализированы его характер-
ные особенности. Ошибки размещения режущих элементов на корпусе фрезы приводят к изменению 
величины и характера нагрузки, ее частотного состава. При этом появляются новые, дополнительные 
составляющие на частотах, кратных угловой скорости фрезы, обогащая спектр нагрузки, увеличивая ее 
дисперсию. Их величина определяется суммарным значением ошибок. В качестве примера дан анализ 
влияния погрешности расположения режущих элементов на спектральную плотность для исполни-
тельного органа машины глубокого фрезерования типа МТП-42. Результаты исследования имеют прак-
тическую ценность и должны учитываться при расчете динамических нагрузок в элементах конструк-
ции фрезерующих агрегатов при их проектировании, особенно если рабочие органы имеют большое 
количество резцов, используют малые подачи и когда собственные частоты элементов конструкции 
агрегата равны или кратны угловой скорости фрезы.
Ключевые слова
торфяной фрезерующий агрегат, фреза, ошибки расстановки ножей, вероятностная модель нагрузки, 
момент сопротивления, спектральная плотность
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Abstract
The practice of using units with milling-type operating devices showed their insufficient reliability, which 
leads to deterioration of the units’ performance. The reasons for this are high dynamic loads in structural 
members, which are caused by external resistance forces on a milling cutter. They have random, sharply variable 
nature due to structural heterogeneity of a peat deposit, its random physical and mechanical properties, the 
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Введение
Применение фрезерующих агрегатов в торфяной 

промышленности позволяет повысить производи-
тельность и улучшить качество выполнения техно-
логических операций, обеспечивает возможность их 
комплексной механизации [1–3].

Практика использования машин с исполнитель-
ными органами фрезерного типа показывает их не-
достаточную надежность [4, 5]. Причиной этого яв-
ляются высокие динамические нагрузки в элементах 
конструкции, которые возникают в результате дей-
ствия сил внешнего сопротивления на фрезе [5]. Они 
имеют случайный, резко переменный характер  [5], 
вызванный структурной неоднородностью торфяной 
залежи [6, 7], ее случайными физико-механически-
ми свойствами, наличием в ней древесных включе-
ний  [5–7], а также периодическим взаимодействием 
ножей с залежью и многими другими факторами [5].

В настоящее время для расчета нагрузок на ра-
бочих органах используют методы имитационного 
моделирования с применением вычислительной тех-
ники (Н. М. Караваева, О. А. Головнина, В. Ф. Синицын, 
Ф. А. Шестаченко) [5]. Они универсальны, но требуют 
больших затрат времени при решении данных задач.

Применение экспериментальных методов с по-
мощью средств тензометрирования [8] дает возмож-
ность получить информацию о силах и моментах 
и  их вероятностных характеристиках. Но при этом 
они трудоемки, дороги и дают информацию о нагру-
женности только для данного фрезерующего агрегата 
в конкретных условиях эксплуатации. 

В работах [5, 9] развиты аналитические методы 
исследования моментов нагружения на исполнитель-
ных рабочих органах фрезерного типа. Предложены 
модели силовых факторов при их взаимодействии 
с  торфяной залежью. Разработаны выражения для 
расчета спектральных плотностей. Они учитывают 

конструкцию фрезы, режимы работы агрегата и физи-
ко-механические свойства торфа. В [10] рассмотрены 
подходы для определения взаимных спектральных 
плотностей моментов для фрезерующих агрегатов 
с несколькими рабочими органами.

 При этом все зависимости получены для «иде-
ального» рабочего органа, когда режущие элементы 
расположены в заданных местах, определенных кон-
структорской документацией в соответствии со схе-
мой размещения на корпусе фрезы.

Следует учитывать, что конструктивные пара-
метры реального рабочего органа из-за погрешно-
сти сборки и изготовления отличаются от принятых 
на стадии проектирования [11, 12]. Это приводит 
к тому, что ножи расположены с некоторым неболь-
шим сдвигом на корпусе фрезы относительно «иде-
альной» схемы размещения (рис. 1). Кроме того, 
в  процессе эксплуатации происходят износ и  не-
обратимые деформации и даже разрушение режу-
щих элементов  [12, 13]. В связи с этим изменяются 
углы резания, форма резцов, их высота, положение 
режущих кромок и кинематические характеристики 
резания [11–13], что по сути меняет как схему распо-
ложения режущих элементов, так и условия взаимо-
действия резцов с торфяной залежью. Это вызывает 
изменение величин, характера и частотных свойств 
силовых факторов на рабочем органе и  влияет 
на  формирование нагрузок в  элементах конструк-
ции машины.

Задачи исследований
Целью статьи является разработка моделей фор-

мирования нагрузок на исполнительном органе при 
фрезеровании торфяной залежи, учитывающих вли-
яние ошибок расстановки ножей на корпусе фрезы, 
и  выражений для расчета спектральной плотности 
момента. 

presence of wood inclusions in it, as well as periodic interaction of blades with the deposit, and many other 
factors. In this case, the parameters of actual milling cutter, due to manufacturing and installation errors, 
differ from those specified in the “ideal” design. In addition, wear and irreversible deformations of cutting 
elements (blades) occur during operation. As a result the position of blades in a cutter body differs from the 
“ideal” positioning pattern. The purpose of the paper is to develop a model of section moment on a milling 
cutter when interacting with a peat deposit in the process of technological operations, taking into account the 
influence of the error of blade positioning on a cutter body. Expressions for calculating the moment spectral 
density were obtained. Its characteristic features were analyzed. Errors in positioning of cutting elements on 
a cutter body lead to changes in the magnitude and nature of the load and its frequency content. In this case, 
new, additional components appear at frequencies multiple of the cutter’s angular velocity, enriching the load 
spectrum and increasing its variance. Their magnitude is determined by the cumulative value of the errors. As 
an example, an analysis of the influence of the error in positioning cutting elements on the spectral density 
for the operating device of MTP-42 deep milling machine is given. The study results are of practical value and 
should be taken into account in the calculation of dynamic loads in designing structural members of milling 
units, especially if their operating devices have a large number of blades, use fine feeds, and when the natural 
frequencies of the structural members are equal to or multiple of the angular speed of a milling cutter. 
Keywords
peat milling unit, milling cutter, blade positioning errors, probabilistic load model, section moment, 
spectral density
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Материалы, модели  
и методы исследования

Случайный характер момента сопротивления, 
возникающего на исполнительном органе в про-
цессе эксплуатации, требует применения подходов, 
развитых в статистической динамике механических 
систем [14–16] при анализе нагруженности фрезеру-
ющего агрегата и расчете показателей его надежно-
сти [16, 17]. 

Опыт их использования при решении аналогич-
ных задач в горных отраслях промышленности [18–20] 
позволяет ограничиться на практике рассмотрением 
одномерных и двумерных характеристик нагрузок при 
использовании как аналитических, так и  численных 
методов [21, 22].

Как правило, рассматриваются вероятностные 
характеристики сил и моментов, такие как матема-
тическое ожидание, дисперсия и спектральная плот-
ность [20, 22].

Рассмотрим фрезу шириной захвата B, радиу-
сом RФ, глубиной фрезерования НФ, горизонтальной 
осью вращения с M плоскостями резания и K ножами 
в плоскости. 

Положение резцов на корпусе фрезы опреде-
ляется углами между началом отсчета и ножами 
в  m-й плоскости резания ϕm («идеальный» рабо-
чий орган), а также углами между соседними рез-
цами в  плоскости ϕT (в случае равномерной рас-
становки). При этом будем учитывать, что каждый 
режущий элемент может быть сдвинут на величи-
ну ошибки, определяемой углом δmk относительно 
«идеальной» схемы размещения ножей (см. рис. 1).  
При смещении в направлении движения ножа вели-
чина ошибки имеет знак «плюс», в противополож-
ном – «минус».

Рис. 1. Погрешность расположения ножей  
по углу в m-й плоскости резания

Если глубина фрезерования, режимы работы агре-
гата и физико-механические характеристики залежи 
изменяются достаточно плавно в течение нескольких 
оборотов рабочего органа, так что в пределах одного 
их можно считать постоянными [5, 9], для момента 
имеем:

∞

Φ
= =−∞

= − −∑ ∑
1

( ) ( ; ),
M

mn m mn
m n

M t M t t nT P
 

(1)

где Mmn(t; Pmn) – момент на резцах m-й плоскости 
резания в течение одного оборота рабочего орга-
на; tm – промежуток времени между точкой отсчета 
и нагрузкой на m-й плоскости резания tm = ϕm / ωФ; 
TФ – длительность одного оборота TФ = 2π / ωФ, где ωФ – 
угловая скорость фрезы; Pmn – случайные параметры 
импульсов при n-м обороте исполнительного органа 
на m-й плоскости резания.

Выражение (1) может быть использовано для опи-
сания момента сопротивления как для «идеального» 
рабочего органа, так и с учетом ошибок расстановки 
ножей на корпусе фрезы. При этом отличаться будут 
значения Mmn(t; Pmn).

Амплитудное значение момента сопротивле-
ния пропорционально подаче [2], величина которой 
для «идеального рабочего органа» равна c = WϕT / ωФ, 
а с учетом ошибки расположения резца:

δ

Φ Φ

ϕ ϕ + ∆δ
= =

ω ω
,Tk T mk

kc W W

где W – поступательная скорость фрезерующего агре-
гата; ϕδTk – угол между резцами в плоскости резания 
(точнее между режущими кромками) с учетом по-
грешности их расположения на корпусе фрезы (см. 
рис. 1); Δδmk = δmk – δm; k – 1 – разница между ошибками 
для соседних ножей в m-й плоскости (если k = 1, то 
k – 1 соответствует K).

Соответственно, для момента на m-й плоскости 
резания в пределах одного оборота с учетом ошибок 
расположения резцов можно записать:

=

ϕ + ∆δ
= − − − τ  ϕ∑ 0

1

( ; ) ( 1) ; ,
K

T mk
mn mk mn

k T

M t P M t k T P

где M0(t; P) – изменение момента сопротивления на 
резце в пределах угла контакта с залежью; T = ϕT / ωФ – 
период повторности взаимодействия ножей в плоско-
сти резания с залежью; τmk = δmk / ωФ – сдвиг по време-
ни импульса, вызванный ошибкой расположения k-го 
ножа в m-й плоскости резания.

Момент (1) является случайной функцией. Его 
спектральная плотность зависит от конструкции фре-
зы, режимов работы агрегата, глубины фрезерования, 
которая определяется профилем поверхности карты 
и типом подвески фрезы, колебаниями, вызванными 
силами резания и ее дисбалансом, физико-механи-
ческих свойств торфяной залежи и их вероятностных 
характеристик [5, 9].

Спектральная плотность процесса (1) может быть 
определена из соотношения [23, 24]:

{ }→∞
ω = ω − π δ ω

+
2( ) 2

1

2
( ) lim ( ) 2 ( ),

(2 1)
k

N
S m Z j m

N T     
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где N – число импульсов; T – период повторности; 
m1{} – знак усреднения; Z (k)(jω) – спектр k-й реализа-
ции процесса (в дальнейшем индекс k опускаем); m – 
среднее значение процесса; δ(ω) – дельта-функция 
(функция Дирака) [24].

Квадрат модуля спектра момента сопротивле-
ния (1), содержащего (2N + 1) импульсов, равен: 
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(3)

где звездочкой обозначена комплексно-сопряженная 
величина; S0(ω; ωФ; P) – спектр M0(t; P): 

Φϕ ω

Φω ω = − ω∫0 0
0

( ; ; ) ( ; )exp( ) ,
k

S j P M t P j t dt

где ϕk – угол контакта ножа с залежью. 
Подставляя (3) в (2), учитывая стационарность 

условий работы агрегата (вероятностные характери-
стики параметров зависят только от взаимного рас-
положения импульсов p = n – i), используя подходы, 
представленные в [5, 9], получим выражение для од-
носторонней спектральной плотности момента со-
противления c учетом ошибки расстановки режущих 
элементов на корпусе фрезы при фиксированном зна-
чении угловой скорости ωФ:
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где введены обозначения:
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Q1, Q2
 – соответственно число параметров для 

F1(ω; ωФ; P) и F2(ω; ωФ; P); Dq – дисперсии параметров; 
Ψ(ω; ωФ) – функция, учитывающая корреляционные 
связи между однородными и разнородными пара-
метрами импульсов нагрузки, изменяющимеся как 
в  направлении движения агрегата, так и перпенди-
кулярно ему:
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где mq – математические ожидания параметров им-
пульсов: Kqg, Kqgml, Kqgmlp – корреляционные и взаимно 
корреляционные моменты параметров.

В случае стационарности параметров и плавно-
сти их изменения корреляционные и взаимно кор-
реляционные моменты Kqgml и Kqgmlp определяются 
корреляционными функциями характеристик торфа 
и условий работы (прочностных свойств торфа, его 
плотности и глубины фрезерования) в моменты вза-
имодействия ножей с залежью:

= −  ( ) ;qgml PqsyK K m l h

= −  ;( ) ,qgmlp PqsxyK K cp m l h

где KPqsy(y) – корреляционные и взаимно корреляци-
онные функции изменения характеристик залежи 
в направлении, перпендикулярном движению агрега-
та; KPqsxy(x, y) – корреляционные функции случайных 
параметров, учитывающие пространственную измен-
чивость характеристик (как в направлении движения, 
так и перпендикулярно ему); x и y – координаты точ-
ки для соответствующих параметров; m, l – номера 
соответствующих плоскостей резания; h – расстояние 
между плоскостями резания.

Таким образом, для фрезы, имеющей ошибки рас-
положения ножей на корпусе фрезы, возникают но-
вые составляющие момента сопротивления, кратные 
угловой скорости вращения фрезы, в то время как для 
«идеального» рабочего органа в спектре присутствуют 
нагрузки, кратные периоду повторности взаимодей-
ствия режущих элементов с торфяной залежью [9].

Результаты экспериментального исследования [5] 
подтверждают такую качественную картину влияния 
погрешности расстановки ножей на корпусе фрезы на 
частотный состав сил сопротивления.
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В процессе работы в результате действия на ис-
полнительном органе случайного момента сопро-
тивления происходит случайное изменение угловой 
скорости фрезы. С учетом этого фактора для спек-
тральной плотности имеем:

∞

Φ Φ Φ
−∞

ω = ω ω ω ω∫( ) ( ; )   ( ) ,MS S W d

где W(ωФ) – плотность распределения ωФ.
Учитывая, что [23, 24]:
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В выражении (4) введены обозначения: 
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При отсутствии ошибок расстановки режущих 
элементов, то есть для «идеального» рабочего орга-
на с учетом случайного изменения угловой скорости 
фрезы, получим зависимость для спектральной плот-
ности момента, которая представлена в [5, 9].

Выражение (4) дает возможность на стадии проек-
тирования оценить влияние ошибок расстановки ре-
жущих элементов на корпусе фрезы на спектральную 
плотность момента сопротивления. Она является ис-
ходной информацией для анализа динамических на-
грузок в элементах конструкции фрезерующего агре-
гата [5, 14], расчета показателей надежности [16,  17] 
и выбора оптимальных параметров и режимов работы.

Анализ результатов исследования
В качестве примера рассмотрим влияние ошибок 

расположения ножей на характеристики момента на 
исполнительном органе машины глубокого фрезеро-
вания МТП-42 [2]. Она является прицепной к трактору 

Т-130Б, имеет в своем составе фрезу, систему привода, 
раму с отбойной плитой, задние и передние катки [2].

Учитывая, что машина глубокого фрезерования 
имеет отбойную плиту, которая, опираясь на поверх-
ность торфяной залежи [2], обеспечивает постоянство 
глубины фрезерования, а также рассматривая корре-
ляционные связи только для однородных параметров 
импульсов для спектральной плотности из (4), имеем:
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где mA, DA(ωФ) – математическое ожидание и диспер-
сия амплитуд импульсов [9]:
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где b – ширина ножа, взаимодействующего с торфом; 
CТ – коэффициент, зависящий от типа рабочего орга-
на [2]; δ – средняя толщина стружки [2]; mτ, mγ, Dγ, Dτ – 
математические ожидания и дисперсии предельного 
напряжения сдвига τ и плотности торфа γ; mωФ – мате-
матическое ожидание угловой скорости фрезы;
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где KAml(ωФ), KAmlp(ωФ) – корреляционные моменты ам-
плитуд импульсов, 
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где τ⊥ −[( ) ]K m l h , γ ⊥ −[( ) ]K m l h  – нормированные кор-
реляционные функции изменения предельного на-
пряжения сдвига τ и плотности торфа γ в направле-
нии, перпендикулярном движению фрезерующего 
агрегата; Kτ[(m – l); p], Kγ[(m – l); p] – нормированные 
корреляционные функции пространственного из-
менения (как в направлении движения, так и пер-
пендикулярно ему) предельного напряжения сдвига 
τ и  плотности торфа γ; Se(jω; ωФ) – спектр функции, 
описывающей момент сопротивления на ноже еди-
ничной амплитуды.

Квадрат модуля Se(jω; ωФ) равен [9]:
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Плотность распределения угловой скорости фре-
зы может быть рассчитана с помощью подходов, 
представленных в [5].

МТП-42 имеет следующие конструктивные пара-
метры и режимы работы. Диаметр фрезы равен 0,8 м. 
Ширина составляет 1,7 м. Общее число плоскостей 
резания равно 29, в каждой из которых находится че-
тыре резца. На поверхности рабочего органа в резце-
держателях крепятся ножи тарельчатого типа [2]. Диа-
метр режущего элемента равен 0,078 м. 

Расчет производился при средних значениях глу-
бины фрезерования 0,4  м, предельного напряжения 

сдвига 26 кПа [2], плотности торфа 890 кг/м3 [2] (коэф-
фициенты их вариации приняты 10 %), угловой ско-
рости фрезы 32,5 с–1 имеющей нормальную плотность 
распределения с коэффициентом вариации 3%. Ско-
рость передвижения агрегата 0,089 м/с. 

Распределение ошибок расположения ножей от-
носительно «идеальной» схемы на корпусе фрезы 
представлено на рис. 2.

На рис. 3 показана спектральная плотность мо-
мента без учета погрешности расположения ножей 
(«идеальный» рабочий орган), рассчитанная с помо-
щью выражений, полученных в [5, 9], на рис. 4 – с уче-
том ошибок расстановки ножей. 

При этом на рис. 4 выделены зоны частот (А и В), 
лежащие между пиками, кратными частотам взаимо-
действия режущих элементов в плоскости резания и 
представлены на отдельных графиках, чтобы пока-
зать эти области более подробно. 

Полученные выражения и результаты расчета 
дают возможность выделить некоторые характерные 
особенности момента на фрезе.

Для «идеального» рабочего органа в спектраль-
ной плотности (см. рис. 3) можно выделить две со-
ставляющие. Первая, непрерывная, пропорциональна 
дисперсиям параметров импульсов и квадрату моду-
ля спектра момента на резце (С на рис. 3). 

Ее вид определяется корреляционными функ-
циями параметров импульсов, спектром момента на 
ноже Se(jω; ωФ; P) и функцией, зависящей от схемы 
расположения резцов на фрезе [5]:
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Вторая часть спектральной плотности (D на рис. 3) 
связана с пе риодическим взаимодействием ножей 
с залежью (кинематическая составляющая) [5]. 

Она представляет собой последовательность 
пиков, форма которых определяется видом плот-
ности распределения угловой скорости исполни-
тельного органа, лежащих на частотах ωr = 2πr / T, 
где r  =  1,  2,  3..., кратных пе риоду взаимодействия 
ножей с залежью. Ее значение пропорционально 
квадратам средних значений параметров импуль-
сов, спектру Se(jω; P) и  зависит от схемы расста- 
новки ножей.

Ошибки размещения режущих элементов на кор-
пусе фрезы приводят к изменению величины и ха-
рактера нагрузки, ее частотного состава (см. рис. 4), 
в том числе к появлению дополнительных составля-
ющих на частотах, кратных угловой скорости фрезы 
ωr = 2πr / TФ, где r = 1, 2, 3..., обогащая спектр нагрузки 
и увеличивая ее дисперсию. При этом значение спек-
тральной плотности пропорционально

= = = = Φ

     ∆δ ∆δ ω+ + − δ − δ     ϕ ϕ ω     
∑∑∑∑

1 1 1 1

1 1 exp ( ) .
M M K K

mk li
mk li
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Несмотря на ее относительно малую величину, 
данные особенности должны учитываться, если ра-
бочий орган имеет большое количество резцов и ис-
пользует малые подачи. 

Наибольший эффект от действия этих добавоч-
ных нагрузок возникнет в случае, когда собственные 
частоты элементов привода агрегата равны или крат-
ны значению угловой скорости фрезы, в результате 
чего возможно возникновение резонансных явлений, 
которые могут привести к увеличению динамических 
нагрузок в элементах привода агрегата. 

Заключение
В статье предложены вероятностные модели 

момента сопротивления на исполнительном орга-
не фрезерующего агрегата и на их основе получены 
аналитические выражения по расчету спектральной 
плотности момента, учитывающие влияние ошибок 
расстановки ножей на корпусе фрезы. Они могут быть 
связаны с погрешностями монтажа и изготовления, 
деградацией конструктивных параметров режущих 
элементов, связанной с их износом или необратимы-
ми деформациями при эксплуатации. 

Ошибки размещения приводят к изменению ве-
личины и характера нагрузки, ее частотного состава. 
При этом появляются новые, дополнительные состав-
ляющие на частотах, кратных угловой скорости фрезы, 
обогащая спектр нагрузки, увеличивая ее дисперсию. 
Их величина определяется характером погрешности 
и суммарным значением ошибок. 

Эти факты должны учитываться при расчете ди-
намических нагрузок в элементах конструкции фре-
зерующих агрегатов при их проектировании, особен-
но если рабочие органы имеют большое количество 
резцов, используют малые подачи и в случае, когда 
собственные частоты элементов конструкции агрега-
та равны или кратны угловой скорости фрезы. 

Результаты проведенных исследований служат ос-
новой для разработки методов динамического анализа 
элементов конструкции фрезерующих агрегатов, а так-
же соответствующего математического и программно-
го обеспечения системы их автоматизированного про-
ектирования. Применение САПР позволит повысить 
эффективность разработки новой техники, сократить 
сроки проектирования и дать рекомендации по сни-
жению нагруженности и повышению надежности эле-
ментов конструкции существующих машин.

20e–3

15e–3

10e–3

50e–4

00e0

С
пе

кт
ра

ль
на

я 
пл

от
но

ст
ь,

 (к
Н

м
)2 с

12e–4

10e–4

80e–5

60e–5

40e–5

20e–5

00e0

25e–5

20e–5

15e–5

10e–5

50e–6

25 50 100 0 100 200 300 150 200 250
Частота, 1/с Частота, 1/с Частота, 1/с

TФ

2π TФ

2π
2

TФ

2π
3

TФ

2π
= 4

T
2π

TФ

2π
= 8

T
2π

TФ

2π
6

TФ

2π
5

TФ

2π
7

А

А B

B

С
пе

кт
ра

ль
на

я 
пл

от
но

ст
ь,

 (к
Н

м
)2 с

С
пе

кт
ра

ль
на

я 
пл

от
но

ст
ь,

 (к
Н

м
)2 с

Рис. 4. Спектральная плотность момента сопротивления на фрезе 
с учетом погрешности расстановки ножей
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